
Lista Nr 6

Zastosowanie pochodnej funkcji

6.1 Ekstremum. Monotoniczno±¢

6.1.1 Ekstremum

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji:

1. f(x) =
(x2 − 5)3

125
; 2. f(x) =

1

4
x3(x2 − 5); 3. f(x) =

x3

2(x− 1)2
;

4. f(x) =
x

x3 + 2
; 5. f(x) = 3

√
x2 − 2x; 6. f(x) = 3

√
1− x3;

7. f(x) = e2x−x2

; 8. f(x) =
1

x
e−1/x; 9. f(x) =

lnx

x
;

10. f(x) =
x

2
+ arctg x; 11. f(x) = x2 lnx; 12. f(x) = x arctg x.

6.1.2 Monotoniczno±¢

Wyznaczy¢ przedziaªy monotoniczno±ci funkcji:

1. f(x) = arctg x− x; 2. f(x) =
x2 − 1

x
; 3. f(x) = x3 + x;

4. f(x) = x− ex; 5. f(x) = x2e−x; 6. f(x) = 2x2 − lnx;

7. f(x) = 2x3 − 3x2; 8. f(x) = −x2
√
x2 + 2; 9. f(x) = 2x3 − 6x2 − 18x+ 7;

10. f(x) = x− ln 1 + x2; 11. f(x) = (x− 2)5(2x+ 1)4; 12. f(x) = 3
√
x3 − 3x2 + 8.

6.1.3 Maksimum-minimum funkcji w przedziale domkni¦tym

Wyznaczy¢ najmniejsz¡ najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f(x) w danym przedziale ⟨a, b⟩:

1. f(x) = −3x4 + 6x2, ⟨−2, 2⟩; 2. f(x) = x+ 2
√
x, ⟨0, 4⟩;

3. f(x) =
x− 1

x+ 1
, ⟨0, 4⟩; 4. f(x) = arctg

1− x

1 + x
, ⟨0, 1⟩;

5. f(x) = 3
√
x+ 1− 3

√
x− 1, ⟨0, 1⟩; 6. f(x) =

√
100− x2, ⟨−6, 8⟩;

7. f(x) =
4

x
+

1

1− x
, ⟨0, 1⟩; 8. f(x) = 3

√
(x2 − 2x)2, ⟨0, 3⟩.

1. Prostopadªo±cienny kontener ma mie¢ pojemno±¢ 22.5 m3 i kwadratow¡ podªog¦. Koszt 1 m2 blachy potrzebnej
do wykonania jego podªogi i pokrywy wynosi 20 zª, a ±cian bocznych � 30 zª. Jakie powinny by¢ wymiary kontenera,
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aby koszt jego budowy byª najmniejszy.
2. Jaka powinna by¢ miara k¡ta α przy wierzchoªku trójk¡ta równoramiennego o danym polu, aby promie« pola

r wpisanego w ten trójk¡t byª najwi¦kszy?
3. Odcinek o dªugo±ci l podzieli¢ na dwie cz¦±ci tak, aby suma pól kwadratów zbudowanego na tych cz¦±ciach byªa

najmniejsza?
4. W parabol¦ o równaniu y = 16− x2 wpisano prostok¡t, którego dwa wierzchoªki umieszczone s¡ na parabole, a

przeciwlegªy bok le»y na osi OX . Znale¹¢ wymiary prostok¡ta, który ma najwi¦ksze pole.

5. Drogi ª¡cz¡ce miasta A i B oraz B i C tworz¡ k¡t
π

3
. Samochód osobowy wyruszyª z miasta A do B i poruszaª

si¦ z pr¦dko±ci¡ v1 = 80 km/h. Jednocze±nie z miasta B do C wyruszyª samochód ci¦»arowy i jechaª z pr¦dko±ci¡
v2 = 50 km/h. Po jakim czasie samochody te b¦d¡ najbli»ej siebie, je»eli odlegªo±¢ mi¦dzy miastami A i B wynosi
200 km.

6.2 Wypukªo±¢-wkl¦sªo±¢ wykresu funkcji. Punkty przegi¦cia

6.2.1 Przedziaªy wypukªo±ci, punkty przegi¦cia

Wyznaczy¢ przedziaªy wypukªo±ci, wkl¦sªo±ci wykresu funkcji oraz punkty przegi¦cia:

1. f(x) = x3 − 5x2 + 3x− 5; 2. f(x) = (x+ 1)4 + ex;

3. f(x) = x4 − 12x3 + 48x2 − 50; 4. f(x) = 3x5 − 5x4 + 3x− 2;

5. f(x) = (x+ 2)6 + 2x+ 2; 6. f(x) =
x3

x2 + 12
;

7. f(x) = 1− 3
√
x− 3; 8. f(x) = ln (1 + x);

9. f(x) = x4(12 lnx− 7); 10. f(x) = earctg x.

6.3 Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji i sporz¡dzanie jej wykresu

6.3.1 Asymptoty wykresu funkcji

Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:

1. y = 5

√
x

x− 2
; 2. y = 3

√
x3 − x2; 3. y =

√
|x2 − 3|
x

;

4. y = 3x+ arctg 5x; 5. y =
ln (x+ 1)

x2
+ 2x; 6. y =

sinx

x
.

6.3.2 Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji i sporz¡dzi¢ jej wykres

1. y =
x3

2(x− 1)2
; 2. y =

x2

x3 − 1
; 3. y =

lnx

x
;

4. y =
x3

x3 + 1
; 5. y = 3

√
x+ 1− 3

√
x− 1; 6. y = 3

√
x2 − 2x;

7. y =
x√

x2 + 1
; 8. y = x arctg x; 9. y = x3e−x2/2;

10. y =
x

x2 − 4
; 11. y =

1

x2
e−1/x2

; 12. y =

√
|x2 − 3|
x

;

13. y =
x2 − 1

x2 + 1
; 14. y = (x2 + 1)e−x2/2; 15. y = sinx+ cosx.
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6.4 Wzór Taylora

1. Rozwin¡¢ wielomian x4 − 5x3 + x2 − 3x+ 4 wzgl¦dem pot¦g dwumianu x− 4.

2. Rozwin¡¢ wielomian x3 + 3x2 − 2x+ 4 wzgl¦dem pot¦g dwumianu x+ 1.

3. Rozwin¡¢ wielomian x10 − 3x5 + 1 wzgl¦dem pot¦g dwumianu x− 1.

4. Napisa¢ wzór Taylora rz¦du 3 funkcji f(x) w punkcie x0, je±li:

1. f(x) = sin2 x, x0 = 0; 2. f(x) = ln (4 + x2), x0 = 0;

3. f(x) = 3
√
8 + x2, x0 = 0; 4. f(x) = arcsinx, x0 = 0;

5. f(x) =
1√
x
, x0 = 1; 6. f(x) = arctg x, x0 = 0.

5. Udowodni¢, »e dla ka»dej dodatniej liczby x speªniona jest nierówno±¢:

(a) ex > 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3;

(b) lnx 6 x− 1, przy czym równo±¢ zachodzi tylko dla x = 1.

6. Napisa¢ wzór Taylora n-go rz¦du dla funkcji f(x) = x3 lnx przy x0 = 1.

7. Napisa¢ wzór Taylora 2n-go rz¦du dla funkcji f(x) = sin2 x przy x0 = 0.

8. Napisa¢ wzór Maclaurina funkcji:

1) f(x) =
1√
1 + x

; 2) f(x) =
1

3x+ 2
; 3) f(x) = ln

x− 5

x− 4
;

4) f(x) = (x+ 3)e−2x; 5) f(x) = shx; 6) f(x) = chx;

7) f(x) = arcsinx; 8) f(x) = arctanx; 9) f(x) =
1

1− x
.

6.5 Reguªa de L'Hospitala

Za pomoc¡ twierdzenia de-L'Hospitala obliczy¢ granice:

1. lim
x→0

ex

sinx
; 2. lim

x→0

ln cosx

x
; 3. lim

x→0

ex
2 − 1

cosx− 1
;

4. lim
x→0

x− arctg x

x3
; 5. lim

x→0

ln sin 2x

ln sinx
; 6. lim

x→0

(
Ctg x− 1

x

)
;

7. lim
x→1

[
x

x− 1
− 1

lnx

]
; 8. lim

x→0
xsin x; 9. lim

x→π/2
(tg x)2x−π;

10. lim
x→0

(ex + x)
1
x ; 11. lim

x→0

3x − 2x

5x − 4x
; 12. lim

x→2

x5 − 25

x7 − 27
;

13. lim
x→∞

x
(
e1/x − 1

)
; 14. lim

x→π
(π − x) tg

x

2
; 15. lim

x→1+
lnx · ln (x− 1);

16. lim
x→0+

(arcsinx)tg x; 17. lim
x→+∞

(x+ 2x)
1/x

; 18. lim
x→0+

(Ctg x)
1/ ln x

;

19. lim
x→1+

(
1

lnx
− x

lnx

)
; 20. lim

x→0+
x ln3 x; 21. lim

x→0
x2e1/x

2

.


