
Lista zada« Nr 7

Rachunek caªkowy funkcji jednej zmiennej.

Caªka nieoznaczona

7.1 Caªki podstawowe

1

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C (α ̸= −1) 2

∫
1

x
dx = ln |x| + C

3

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C

(
a > 0
a ̸= 1

)
3'

∫
ex dx = ex + C

4

∫
sinx dx = − cosx + C 5

∫
cosx dx = sinx + C

6

∫
1

cos2 x
dx = tg x + C 7

∫
1

sin2 x
dx = −Ctg x + C

8

∫
1

√
1 − x2

dx =

{
arcsinx + C

− arccosx + C
9

∫
1

1 + x2
dx =

{
arctg x + C

− arcCtg x + C

7.2 Wªasno±ci caªki nieoznaczonej

d

(∫
f(x)dx

)
= f(x) dx

∫
dF (x) = F (x) + C

∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx

∫
(C · f(x)) dx = C ·

∫
f(x) dx (C = const)
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7.3 Metody caªkowania

7.3.1 Bezpo±rednie caªkowanie

Z wªasno±ci ró»niczki funkcji φ(x) ∈ C1(a, b) wynikaj¡ wzory:

φ′(x)dx = dφ(x)

dφ(x) =
1

a
dφ(ax) (a = const ̸= 0)

dφ(x) = dφ(x + a) (a = const)

Wzór na bezpo±rednie caªkowanie funkcji f która posiada pierwotn¡ F na (a, b) przy zaªo»eniu »e φ(x) ∈ C1(a, b):

∫
f(φ(x))φ′(x) dx =

∫
f(φ(x)) dφ(x) = F (φ(x)) + C

7.3.2 Caªkowanie przez cz¦±ci

Twierdzenie (caªkowanie iloczynu dwóch funkcji) Je»eli u, v ∈ C1(a, b) ≀ ⇒ ≀

∫
u(x)v′(x) dx = uv −

∫
v(x)u′(x) dx

albo∫
u(x) dv(x) = uv −

∫
v(x) du(x)

7.3.3 Caªkowanie przez podstawienie

Twierdzenie (o caªkowaniu przez podstawienie x = φ(t)) Speªnione s¡ warunki:

i) φ : ∆t → ∆x, ∃φ−1 : ∆x → ∆t;

ii) φ(t) ∈ C1(∆t);

iii) u = (f ◦ φ) · φ′ ma na ∆t pierwotn¡ U ≀ ⇒ ≀

∫
f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt =

∫
u(t) dt =

U(t) + C = U(φ−1(x)) + C
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7.4 Stosuj¡c tablice caªek podstawowych obliczy¢ caªki

1.

∫
(3− x2)2dx; 2.

∫ √
x− 2

3
√
x2 + 1

4
√
x

dx; 3.

∫ (
1− x

x

)2

dx;

4.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx; 5.

∫ √
x4 + x−4 + 2

x2 dx; 6.

∫ √
1− sin 2xdx;

7.

∫
tg2 xdx; 8.

∫
dx

2 + 3x2 ; 9.

∫
dx√

2− 3x2
;

10.

∫
dx

1 + cosx
; 11.

∫
(e−x + e−2x)dx; 12.

∫
dx

1 + sinx
;

13.

∫
sin3 x cosx dx; 14.

∫
2x

√
x2 + 1 dx; 15.

∫
dx

cos2 x
√
1 + tg x

;

16.

∫
esin x cosx dx; 17.

∫
e2x − 1

ex
dx; 18.

∫
x3 dx

3
√
x4 + 1

.

7.5 Przeksztaªcaj¡c wyra»enie podcaªkowe, obliczy¢ caªki

1.

∫
xdx√
1− x2

; 2.

∫
x2 3

√
1 + x3dx; 3.

∫
dx√

x(1 + x)
;

4.

∫
xex

2

dx; 5.

∫
exdx

2 + ex
; 6.

∫
dx

(1 + x)
√
x
;

7.

∫
dx√

1 + e2x
; 8.

∫
ln2 x

x
dx; 9.

∫
tg xdx;

10.

∫
dx

(arcsinx)2
√
1− x2

; 11.

∫
sinx√
cos 2x

dx; 12.

∫
cosx√
cos 2x

dx;

13.

∫
dx

sin2 x 4
√
Ctg x

; 14.

∫
dx

sin2 x+ 2 cos2 x
; 15.

∫
dx

sinx
;

16.

∫
dx

ch2 x
3
√
th2 x

; 17.

∫
2x · 3x

9x − 4x
dx; 18.

∫
arctg x

1 + x2 dx.
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7.6 Obliczy¢ caªki metod¡ podstawienia

1.

∫
x2 3

√
1− xdx; 2.

∫
sinx cos2 x

1 + cos2 x
dx; 3.

∫
x3(1− 5x2)10dx;

4.

∫
sin2 x

cos6 x
dx; 5.

∫
x2

√
2− x

dx; 6.

∫
lnx

x
√
1 + lnx

dx;

7.

∫
dx

e
x
2 + ex

; 8.

∫
dx√
1 + ex

; 9.

∫
cos5 ·

√
sinxdx;

10.

∫
dx

(1− x2)
3
2

; 11.

∫
x2dx√
x2 − 2

; 12.

∫ √
a2 + x2dx;

13.

∫
x2

√
a2 + x2

dx; 14.

∫
arctg

√
xdx√

x(1 + x)
; 15.

∫
dx

1 + ex
.

7.7 Caªkuj¡c przez cz¦±ci, obliczy¢ caªki

1.

∫
lnxdx; 2.

∫
x3 ch 3xdx; 3.

∫
arctg xdx;

4.

∫
x4 lnxdx; 5.

∫ (
lnx

x

)2

dx; 6.

∫
arcsinxdx;

7.

∫ √
x lnxdx; 8.

∫
x arctg xdx; 9.

∫
xe−xdx;

10.

∫
x2 arccosxdx; 11.

∫
x2e−2xdx; 12.

∫
arcsinx

x2 dx;

13.

∫
x3e−x2

dx; 14.

∫
ln
(
x+

√
1 + x2

)
dx; 15.

∫
sin (lnx)dx;

16.

∫
ex cosxdx; 17.

∫
x

cos2 x
dx; 18.

∫
ln (sinx)

sin2 x
dx.

19.

∫
x sin 2x dx 20.

∫
lnx

x3
dx 21.

∫
x2e−x dx

22.

∫
arctg

√
x dx 23.

∫
ln (x+ 1) dx 24.

∫
x cosx dx

7.8 Obliczy¢ caªki funkcji wymiernych

1.

∫
2x+ 3

(x− 2)(x+ 5)
dx; 2.

∫
xdx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
; 3.

∫
x10dx

x2 + x− 2
;

4.

∫
xdx

(x− 1)(x2 + 2x+ 2)
; 5.

∫
x2 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx; 6.

∫
dx

x(x+ 1)(x2 + x+ 1)
;

7.

∫
x4

x4 + 5x2 + 4
dx; 8.

∫
dx

x4 + 1
; 9.

∫
xdx

x3 − 3x+ 2
;

10.

∫
xdx

x3 − 1
; 11.

∫
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx; 12.

∫
dx

3x2 − 2x− 1
;

13.

∫
(x+ 1)dx

x2 + x+ 1
; 14.

∫
xdx

x6 − 1
; 15.

∫
dx

x(x10 + 2)
.
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16.

∫
x

(x+ 1)(2x+ 1)
dx 17.

∫
2x− 1

(x− 3)(3x+ 2)
dx 18.

∫
2x

(x+ 3)(5x− 2)
dx

19.

∫
2x− 5

x2 − 5x+ 6
dx 20.

∫
dx

x(x2 + 1)
21.

∫
xdx

x2 − 3x+ 2

7.9 Obliczy¢ caªki funkcji niewymiernych

1.

∫
dx

1 +
√
x
; 2.

∫
1−

√
x+ 1

1 +
√
x+ 1

dx; 3.

∫
dx

x(1 + 2
√
x+ 3

√
x)

;

4.

∫
dx

√
x (1 + 4

√
x)

2 ; 5.

∫
x 3
√
2 + x

x+ 3
√
2 + x

dx; 6.

∫ √
x+ 1−

√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx;

7.

∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

; 8.

∫
dx

1 +
√
1− 2x− x2

; 9.

∫
x−

√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx;

10.

∫
dx

(x− 1)2
√
x2 + 3x+ 1

; 11.

∫
dx

(x+ 1)3
√
x2 + 2x

; 12.

∫ √
x2 + 2x+ 2

x
dx;

13.

∫
x2

√
1 + x+ x2

dx; 14.

∫
dx

(x+ 1)
√
x2 + x+ 1

; 15.

∫
xdx

(x+ 1)
√
1− x− x2

;

16.

∫
dx

(1− x)2
√
1− x2

; 17.

∫
1− x+ x2

√
1 + x− x2

dx; 18.

∫
xdx

(x− 1)2
√
1 + 2x− x2

;

19.

∫ √
x3 + x4dx; 20.

∫
dx

4
√
1 + x4

; 21.

∫ √
x

(1 + 3
√
x)2

dx;

22.

∫
x5dx√
1− x2

; 23.

∫
3
√

3x− x3dx; 24.

∫
dx

3
√
1 + x3

.

7.10 Obliczy¢ caªki funkcji trygonometrycznych

1.

∫
cos5 xdx; 2.

∫
sin4 xdx; 3.

∫
sin5 x cos3 xdx;

4.

∫
sin2 x

cos4 x
dx; 5.

∫
dx

cos2 x
; 6.

∫
sin4 x cos5 xdx;

7.

∫
dx

sin4 x cos4 x
; 8.

∫
dx

sin3 x cos5 x
; 9.

∫
dx

cosx
3
√
sin2 x

;

10.

∫
dx√
tg x

; 11.

∫
Ctg6 xdx; 12.

∫
dx

3
√
tg x

;

13.

∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
; 14.

∫
dx

(2 + cosx) sinx
; 15.

∫
sinx cosx

sinx+ cosx
dx;

16.

∫
sin2 xdx

1 + sin2 x
; 17.

∫
dx

sin4 x+ cos4 x
; 18.

∫
sinx cosx

1 + sin4 x
dx

7.11 Obliczy¢ caªki funkcji przest¦pnych

1.

∫
xex sinxdx; 2.

∫
x7e−x2

dx; 3.

∫
x2e

√
xdx;
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4.

∫
e2x

1 + ex
dx; 5.

∫ √
e2x + 4ex − 1dx; 6.

∫
dx√

1 + ex +
√
1− ex

;

7.

∫
ln (

√
1− x+

√
1 + x)dx; 8.

∫
x arcsin (1− x)dx; 9.

∫
sh2 x ch2 xdx;

10.

∫
dx

shx+ 2 chx
; 11.

∫
sh3 xdx; 12.

∫
ch4 xdx;

13.

∫
chxdx

3 shx− 4 chx
; 14.

∫
thxdx; 15.

∫
x arctg x√
1 + x2

dx;

16.

∫ √
1− x2 arcsinxdx; 17.

∫
x4 arctg x

1 + x2 dx; 18.

∫
arcsin

√
xdx;

19.

∫
x arccos

1

x
dx; 20.

∫
x ln

1 + x

1− x
dx; 21.

∫
Cth2 xdx.


