
Lista zada« Nr 3

Funkcja wielu zmiennych. Funkcja uwikªana

3.1 Podstawowe wªasno±ci

3.1.1 Dziedzina funkcji

Znale¹¢ dziedzin¦ funkcji:

1. z =

√
1− x2

a2
− y2

b2
; 2. z = ln (y2 − 4x+ 8); 3. z = lnxy;

4. z =
√
x+ y +

√
x− y; 5. z = 1√

x+ y
+ 1√

x+ y
; 6. z = arcsin

y − 1
x ;

7. z = arctg(x− ln y); 8. z =
xy

x+ y
; 9. z = x2 cos (x+ y).

3.1.2 Warstwica wykresu funkcji dwóch zmiennych

Naszkicowa¢ warstwicy funkcji z = f(x, y)

1. z = xy; 2. z = x2y + x;

3. z = y(x2 + 1); 4. z =
xy − 1

x2
.

3.2 Rachunek ró»niczkowy funkcji wielu zmiennych

3.2.1 Pochodne cz¡stkowe

Obliczy¢ pochodne cz¡stkowe rz¦du pierwszego funkcji:

1. z = u
v + v

u ; 2. z = (5x2y − y3 + 7)3; 3. z = ln(x+
√
x2 + y2);

4. z =
1

arctan y
x

; 5. z = ln(x2 + y2); 6. z = arcsin

√
x2 − y2√
x2 + y2

;

7. z = x3y − y3x; 8. z =
x3 + y3

x2 + y2
; 9. z = x

√
y +

y
3
√
x
;

10. z = arctan
x

y
; 11. z = xy

2

; 12. z = ln

√
x2 + y2 − x√
x2 + y2 + x

;

13. u = arctan
v + w

v − w
; 14. u = xyz; 15. u = sin (x2 + y2 + z2);

16. z = (1 + logy x)
2; 17. u = (sinx)yz; 18. u =

cos (ϕ− 2ψ)

cos (ϕ+ 2ψ)
.
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3.2.2 Pochodne cz¡stkowe rz¦dów wy»szych

I. Obliczy¢
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2
:

1. z =
1

3

√
(x2 + y2)3; 2. z = ln(x+

√
x2 + y2);

3. z = arctan
x+ y

1− xy
; 4. z = sin2(ax+ by);

5. z = exe
y

; 6. z =
x− y
x+ y

;

7. z = yln x; 8. u =
√
x2 + y2 + z2 − 2xz,

∂2u

∂y∂z
=?,

∂2u

∂x∂z
=?

II. Dowie¹¢ »e funkcja u = u(x, y) jest rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego cz¡stkowego:

1. u(x, y) = ln (ex + ey) :
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 1; 2. u(x, y) = ex(x cos y − y sin y) : ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0;

3. u(x, y) = ln
1√

x2 + y2
:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0; 4. u(x, y) = ϕ(x− at) + ψ(x+ at) :

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2

3.2.3 Ró»niczka zupeªna rz¦du pierwszego funkcji dwóch zmiennych

Obliczy¢ ró»niczk¦ zupeªn¡ funkcji:

1. z = x2y4 − x3y3 + x4y2; 2. z =
1

2
ln (x2 + y2)

3. z =
x+ y

x− y
; 4. z = arcsin

x

y
;

5. z = sin (xy); 6. z = arctg
x+ y

1− xy
;

7. z =
x2 + y2

x2 − y2
; 8. z = arctg (xy).

3.2.4 Ró»niczka zupeªna rz¦du drugiego funkcji dwóch zmiennych

Obliczy¢ ró»niczk¦ zupeªn¡ rz¦du drugiego funkcji f(x, y):

1. f(x, y) = xy2 − x2y; 2. f(x, y) = ln (x− y);

3. f(x, y) =
1

2(x2 + y2)
; 4. f(x, y) = x sin2 y;

5. f(x, y) = exy; 6. f(x, y, z) = xyz;

7. f(x, y) = sin (2x+ y); 8. f(x, y) = sin (x+ y + z).

3.2.5 Pochodne funkcji zªo»onej

Obliczy¢ pochodne funkcji zªo»onej:

1. u = ex−2y, x = sin t, y = t3,
du

dt
=?

2. u = z2 + y2 + zy, z = sin t, y = et,
du

dt
=?

3. z = arcsin(x− y), x = 3t, y = 4t3,
du

dt
=?

4. z = x2y − y2x, x = u cos v, y = u sin v,
∂z

∂u
=?,

∂z

∂v
=?

5. z = x2 ln y, x =
u

v
, y = 3u− 2v,

∂z

∂u
=?,

∂z

∂v
=?

6. u = ln(ex + ey),
∂u

∂x
=? Obliczy¢

du

dx
, je»eli y = x3;

7. u = arcsin
x

z
, gdzie z =

√
x2 + 1;

du

dx
=?

8. u =
eax(y − z)
a2 + 1

, y = a sinx, z = cosx;
du

dx
=?
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3.2.6 Gradient pola skalarnego. Pochodna kierunkowa.

1. z = 4− x2 − y2. Wyznaczy¢ grad z w punkcie A = (1; 2).

2. z = arctan
y

x
. Wyznaczy¢ grad z: 1) w dowolnym punkcie prostej y = x; 2) w dowolnym punkcie prostej y = −x.

3. Wyznaczy¢ pochodn¡ funkcji u = ln(ex + ey) w kierunku dwusiecznej k¡ta ukªadu wspóªrz¦dnych.

4. Obliczy¢ pochodn¡ funkcji u = x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 w punkcie (a; b; c) w kierunku wektora wodz¡cego tego punktu.

5. Znale¹¢ pochodn¡ kierunkow¡ pola skalarnego u(x, y, z) w punkcieM w kierunku wektora ~l: u = x2y−
√
xy + z2,

~l = 2~j − 2~k, M(1, 5,−2).

6. Znale¹¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji w podanym kierunku i punkcie:

(a) f(x, y) = x2 − xy − 2y2 + 1 w kierunku [1, 2] oraz punkcie (1, 2);

(b) f(x, y) = x2 − 2x2y + xy2 w kierunku [3, 4] oraz punkcie (1, 2);

(c) f(x, y) = ln
√
x2 + y2 w kierunku [5, 12] oraz punkcie (1, 1);

(d) f(x, y) = yex+y w kierunku [4, −3] oraz punkcie (−2, 2).

Znale¹¢ k¡t mi¦dzy gradientami pól skalarnych u(x, y, z) i v(x, y, z) w punkcie M :

1. v = x3
2 + 6y3 + 3

√
6z3, u =

yz2

x2
, M

(√
2, 1√

2
, 1√

3

)
;

2. v = 4
√
6

x −
√
6

9y + 3
z , u = x2yz3, M

(
2, 13 ,

√
3
2

)
;

3. v = 9
√
2x3 − y3

2
√
2
− 4z3√

3
, u = z3

xy2
, M

(
1
3 , 2,

√
3
2

)
;

4. v = 3
√
2x2 − y2√

2
− 3
√
2z2, u = z2

xy2
, M

(
1
3 , 2,

√
3
2

)
;

Znale¹¢ pochodn¡ kierunkow¡ pola skalarnego u(x, y, z) w punkcie M w kierunku wektora ~l:

1. u = (x2 + y2 + z2)3/2, ~l =~i−~j + ~k, M(1, 1, 1);

2. u = x2y −
√
xy + z2, ~l = 2~j − 2~k, M(1, 5,−2);

3. u = sin (x+ 2y) +
√
xyz, ~l = 4~i+ 3~j, M(π/2, 3π/2, 3);

4. u = x(ln y − arctg z), ~l = 8~i+ 4~j + 8~k, M(−2, 1,−1).

3.2.7 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji:

1. f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2;

2. f(x, y) = 3x2 + 2xy + 2y2 − 3x− 2y;

3. f(x, y) = x3 + y3 + 3xy;

4. f(x, y) = x3 + 3xy − y3;

5. f(x, y) = 2xy − x2 − 2y3 − 4y2;

6. f(x, y) = x4 + y3 + 32x− 9y;

7. f(x, y) = 2x2 + 8xy + ln y;

8. f(x, y) = xy +
1

x
+

8

y
;

9. f(x, y) = yx2 + y3 − 4x2;
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10. f(x, y) = 8xy − 4y4;

11. f(x, y) = 2x3y + 2x3 + 3x2 + y2 + 2y;

12. f(x, y) = y3 + 12x2 + 3y2 − 12xy − 12x+ 3y;

13. f(x, y) = e2x−y(2x2 − y2);

14. f(x, y) = 2x
√
y − x2 − 2y + 3x.

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji:

1. z = x2 − xy + y2 + 9x− 6y + 20;

2. z = y
√
x− y2 − x+ 6y;

3. z = x2 + 8y3 − 6xy + 1;

4. z = e
x
2 (x+ y2);

5. z = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2;

6. z = 3x2 − 2x
√
y + y − 8x+ 8;

7. z = x3 + y2 − 6xy − 39x+ 18y + 29;

8. z = 3x2y(4− x+ y);

9. z = 6xy − x3 − y3 + 3;

10. z = y
√
x− y2 − x+ 6xy;

11. u = 3xz + xy + z2 + 2x;

12. u = x3 − 3x+ y2 + 2y + z2;

Wyznaczy¢ globalne ekstrema warunkowe funkcji:

1. f(x, y) = xy przy warunku x2 + y2 = 8;

2. f(x, y) = y2 − x2 przy warunku
x2

9
+ y2 = 1;

3. f(x, y) = x2 + 2xy + 4y2 przy warunku x+ 2y = 2;

4. f(x, y) = 8x+ 5y przy warunku xy = 10;

5. f(x, y) = 2x− y przy warunku y2 = x dla x ≤ 1;

6. f(x, y) = x2 + 4xy + y2 przy warunku x− y = 6;

7. f(x, y) = x2 + 2y2 + 12xy przy warunku 4x2 + y2 = 25;

3.3 Funkcja uwikªana

Obliczy¢
dy
dx

i
d2y
dx2

funkcji uwikªanych:

1. x2e2y − y2e2x = 0;

2. y sinx− cos(x− y) = 0;

3. x+ y = ex−y;

4. x− y + arctan y = 0;

5. x3 + 2xy + y2 − 4x+ 2y − 2 = 0.
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