3.1 Podstawowe wlasnos$ci

3.1.1 Dziedzina funkcji

Znalez¢ dziedzine funkcji:

2
lLz=/1-% - L.

4 2= \T¥y+ VT —y;

7. z = arctg(z — Iny);

3.1.2

Naszkicowa¢ warstwicy funkcji z = f(z, y)

2.z

5.2

8.z

1. z = zy;

3.z=y(@*+1); 4.z=

=In (y? — 4 + 8); 3.z =Inuzy;

_ 1 1. — aresin Y= 1.

7\/x+y+\/x+y’ 6. 2 = arcsin “——;
Ty 5

= ; 9.z =2x%cos (x + y).
r+y ( v)

Warstwica wykresu funkcji dwéch zmiennych

2.z =2y +x;
zy — 1

x2

3.2 Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

3.2.1 Pochodne czgstkowe

Obliczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkcji:

Lz=%4+ 2, 2. 2= 0522y —y>+7)3 3.z=In(z+ /22 +9?);
1 [2 _ 22
4. 2= ———; 5. 2 = In(z? + y?); 6. z:arcsinu;
arctan £ V2 + 2
7.2 = ady —y P 9 + 4
Lz =23y — iy L= Cz=x Y+ =
Y-y 2147 VY Uz
) /72 L 2 _
10. z:arctanf; 11. z = 2Y 12. z:lnw;
224+ y?+z
13. u = arctan vt w; 14. u = xyz; 15. u = sin (22 + 3% + 2?);
v—w
-2
16. z = (1 +1log, x)%  17.u = (sinz)¥?; 18, u = = (p = 2¢)

cos (p + 21"



3.2.2 Pochodne czastkowe rzedéw wyzszych
?z 0%z 0%z

022" 0xdy’ Oy

1
Lz=2V@2+y?)% 2.2 =M+ a2 +y?);

1. Obliczy¢

3.z = arctan — +y 4.z = sin?(ax + by);
1—2xy
5.z = e’ 6.z:x_y;
Y 0? 0?
u u
7.z =ym7, 8. u=+/a?+y?+22—2xz, - =7, —— =7
== w= byt e v 0ydz 0xdz
II. Dowiezé ze funkcja u = u(z, y) jest rozwiazaniem rownania rozniczkowego czastkowego:
0 0 0? 0?
1.u(z,y) =In(e” +€¥): 8—; + a—: =1; 2. u(x, y) = e”(z cosy — ysiny) : 87331; + 8—;; = 0;
1 u 0%*u 0%u ,0%u
3. u(zx, y) :111\/30277y2 : @—I—a—yQ =0; 4.u(z,y)=p(r—at)+p(x+at): 2 =V

3.2.3 Roébzniczka zupelna rzedu pierwszego funkcji dwéch zmiennych
Obliczy¢ rozniczke zupelna funkcji:

1
1.z =a22y* — 232 + 2% 2.2 = 3 In (22 + y?)

3.2= ery; 4.z:arcsin£;
T —
-~ Loy
5. z = sin (zy); 6. z = arctg 1 ;
—ay
2 2
5+ Y°
7. 2= m, 8.z = arctg (.Ty)

3.2.4 Roébzniczka zupelna rzedu drugiego funkcji dwéch zmiennych
Obliczy¢ rozniczke zupelna rzedu drugiego funkcji f(z, y):
L flz,y) =2y? —a?y; 2. f(z,y) =In(z—y);

1
3. flz, y) = W;
5 f(z, y) = e™; 6. f(z,y, 2) = zyz;

7. f(z,y) =sin 2z +y); 8. f(x,y) =sin(z+y+2).

4. f(z,y) = zsin? y;

3.2.5 Pochodne funkcji ztozonej

Obliczy¢ pochodne funkeji ztozonej:

du
1.u= at—2y’ = si t7 :tg, — =7
u=e x =sint, y i
2 2 . t du
2. u=z2"4+y’+zy, z=-sint, y=e, E:?
. d
3.z = arcsin(z — y), x =3t, y=4t3, di: =7
0 0
4. z = 2%y —y’x, T =wucosv, y = usinv, 7z =7?, 9z 9
ou v
0 0
5.2z =a%Iny, m:E, y = 3u — 2v, i:?, 9z 9
v ou v
0 d
6. u = In(e* + e¥), 74 9 Obliczy¢ —u, jezeli y = x3;
Ox dz
. . du
7.u = arcsin —, gdzie z = Va2 +1; — =7
z dx
azx(,, _
8. u= M, y =asinx, z = cosz; A

a2 +1 dzr



3.2. Rachunek rézniczkowy funkeji wielu zmiennych 3

3.2.6 Gradient pola skalarnego. Pochodna kierunkowa.
1. z =4 — 2% — y?. Wyznaczy¢ grad z w punkcie A = (1;2).

2. z = arctan H_ Wyznaczy¢ grad z: 1) w dowolnym punkcie prostej y = x; 2) w dowolnym punkcie prostej y = —z.
x

3. Wyznaczy¢ pochodng funkcji u = In(e® + e¥) w kierunku dwusiecznej kata ukladu wspolrzednych.

z

4. Obliczy¢ pochodna funkeji u = z—z + Z—j + C—z w punkcie (a;b; ¢) w kierunku wektora wodzacego tego punktu.

5. Znalez¢ pochodng kierunkows pola skalarnego u(x, y, z) w punkcie M w kierunku wektora l: u = 22y —+/zy + 22,
I'=2j— 2k, M(1,5,—2).

6. Znalez¢ pochodng kierunkows funkcji w podanym kierunku i punkcie:

(a) f(z,y) =2?—xy — 2y* + 1 w kierunku [1, 2] oraz punkcie (1, 2);
(b) f(z, y) = 2® — 22%y + xy? w kierunku [3, 4] oraz punkcie (1, 2);
(¢) f(z, y) =In+/22 + 42 w kierunku [5, 12] oraz punkcie (1, 1);

(d) f(z,y) = ye*¥ w kierunku [4, —3] oraz punkcie (—2,2).

Znalez¢ kat miedzy gradientami pol skalarnych u(z,y, z) i v(x,y, z) w punkcie M:

B AUBS GRS U}

g 3M( 1)
3.1):9\/5:53_%_%% (:1,) g)
s v:mxt%—mzawg w(§24);

Znalez¢ pochodna kierunkowa pola skalarnego u(z,y, z) w punkcie M w kierunku wektora [:

—

Lou= (a2 +y2+2232 I=i—j+k M(®1,1,1);

2. u=a%y —\/zy + 22, | = 2] — 2k, M(1,5,—2);

3. w=sin (z + 2y) + /TYZ, | = 4i + 3], M(7/2,37/2,3);
4. v = z(lny — arctg z), [=8 + 47 + 8k, M(-2,1,-1).

3.2.7 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji:

1. f(z, y) = 2% + 22y + 3y%;
2. f(z,y) = 32% + 22y + 2y — 3 — 2y;
3. flx, y) = 2% + 4> + 3oy;
4. f(z, y) = 2® + 3xy — y*;
5. f(z,y) = 2wy — x% — 2y° — 4y*;
6. f(x,y) =ax*+y° + 322 — 9y;
7. f(z,y) =22* 4+ 8zy + lny;
8



10. f(z, y) = 8wy — 4y™;
11. f(z, y) = 223y + 22 + 322 + y2 + 2y;
12. f(z, y) = > + 1222 + 3y — 122y — 122 + 3y;
13. f(z,y) = ¥ 7¥(22% — y*);
(z,y)

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji:
1. z = 2% — 2y + y? + 92 — 6y + 20;

2. z=yyr —y* —a+6y;

z =22+ 8y3 — 6zy + 1;

-~ w

2= eb(z+y?);
5. z = 22% — xy? 4 522 + 9%
6. z =3z —2zr./y +y—8x +8;
7. 2 =23+ y? — 62y — 392 + 18y + 29;
8. z=32%y(4 -z +vy);
9. z =6xy — 2> — y> + 3;
10. z = y/z — y? — = + 62y;
11. v = 3zz + 2y + 2% + 22;
12, u =23 -3z +y? + 2y + 22,
Wyznaczy¢ globalne ekstrema warunkowe funkcji:

L. f(xv y) = xy przy warunku x2 + y2 =38;

2
2. flw,y) = y2 — z? przy warunku % + y2 =1;

3. f(z, y) = 22 + 2xy + 4y? przy warunku z + 2y = 2;

(z, )
4. f(x,y) = 8x + by przy warunku zy = 10;
5. f(x, y) = 2 — y przy warunku y? = 2 dla z < 1;
6. f(z,y) = 22 + 4xy + y? przy warunku z — y = 6;
7. f(z,y) = 2% + 2y? + 122y przy warunku 4z2 + y? = 25;

3.3 Funkcja uwikltana

2
Obliczy¢ % i % funkcji uwiklanych:

1. 22e? — y2e?® =0

2. ysinx — cos(x — y) = 0;
3. x+ty=¢€e""Y

4. x —y+ arctany = 0;

5. 23 +2xy +y? —4x +2y—2=0.
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