Lista zadan Nr 4

Rachunek calkowy funkcji wielu zmiennych

4.1 Calka podwdjna. Obliczanie

4.1.1 Calka iterowana

Zapisa¢ calke iterowang dla calki podwdjnej // f(z,y) dz dy w danym obszarze 2
Q

1. réwnoleglobok o bokach: x =3, z=5,3z —2y+4=0, 3z — 2y + 1 =0;
2. trojkat o bokach: z=0,y=0,z+y =2;

3. 224+ ¢y2<1,2>0,y>0;

4. z4+y<l,z—y<1l,2>0;

5. y—22<0,2y —2 >0, 2y < 2.

4.1.2 Zmiana kolejnosci calkowania

Zmieni¢ kolejnos¢ catkowania:

4.1.3 Calka podwéjna w prostokacie
Obliczy¢ catke podwojng w prostokacie €2

1. //ye%dmdy, Q:y=mn2 y=In3, =2, z=4.
Q

2. //ycosmydxdy, Q: y:%,y:mle,xzz

Q

2 2

3. //I Zy dedy, Q: 1<z<3,1<y<3.
Q
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4. //(2x2—yx)dxdy, Q:1<2x<2, 0<y<1.
Q

5. //xysdatdy, Q:0<z<1, 0<y<2.
Q

6

.//(6—x2—y2)da:dy, Q: -1<z<1, -2<y<2
Q

7. //xy(l‘—y)dl‘dy, Q:0<zr<a, 0<y<b
Q

2

T

8. //1+y2dxdy, Q:0<z<1, 0<y<1.
Q

4.1.4 Calka podwéjna w obszarze

Obliczy¢ catke podwojng w obszarze €2 ograniczonego liniami:

22
1. //?dmdy, Q=2 y=uz, zy=1.
Q

2. //Cos(a:—i—y)dxdy, Q:z=0,y=m, y=u.
Q

w

. //(12x2y2+16x3y3)dxdy, Q:z=1,y=2% y=—x;
Q

4, // (362%y% — 9623y dady, Q: xz=1,y= ¥z, y=—2°
Q

ot

.//y2sin%dxdy, Q: x:()vy:\/ﬁ—vy:%;
Q

4.1.5 Zamiana zmiennych w calce podwdjnej

W danych catkach wprowadzi¢ wspolrzedne biegunowe:

R VR2—z?
1./dm / f(z,y) dy.
0 0
2R V/2Ry—y?
2. /dy / f(z,y) dx.
R/2 0
R VRZ-z?
3./dx / f(z,y) dy.
0 0
\/114?? Rx R VR?—g?
4. /dx/f(x,y)der / dz / f(z,y)dy.
0 0 R 0

V/1+R2

Przechodzac do wspoétrzednych biegunowych obliczyé catki:
R vV R2—z2
1. /dm / In(1 4 2% + %) dy.
0 0



4.2. Zastosowanie caltki podwojnej 3

// — x2 y2 . 2 2 <1 > >0
2. ————dxd 5 dzie Q : x + , L ; .
1+ 22 y2 Y, 8 Yy Yy
Q

3. //(h—2x—3y)dmdy, gdzie Q : 2% + 9% < R?.
Q

" //\/mdxdy, gdzie Q: 22 +y? < Ra.
Q

ot

.//arctangdxdy, gdzie Q: 22 +9% > 1, m2+y2§9,y2%,y§x\/§.
x
Q

4.2 Zastosowanie calki podwdjnej

4.2.1 Zastosowanie calki podw6jnej mechanice

Znalez¢ mase obszaru plaskiego o gestosci powierzchniowej u(x, y) ograniczonego danymi liniami (lub okreslonego
nieréwnosciami): Q: r =1, y =0, y? =4z (y > 0); p(x,y) = 722 +y.
Znalez¢ mase obszaru plaskiego 2 o gestosci powierzchniowej u(x, y) ograniczonego danymi liniami (lub okreslonego

2
nieréwnosciami): Q : %r +y2 <1, 2>0,y>0; p(r,y) = 623y3.
Wyznaczy¢ §rodek ciezkosci obszaru ograniczonego liniami: y = 0 i jednapotows fali sinusoidy y = sin z.
Wyznaczy¢ érodek ciezkodci obszaru ograniczonego liniami: y = 22, r = 4, y = 0.
Wyznaczyé §rodek ciezkodci obszaru ograniczonego liniami: 3% = az y = 2.
4.2.2 Zastosowanie calki podwdjnej geometrii
Objetosé bryly
Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchniami:
1. z2=+/64 —22 —9y2 z=1, 22 + 9% = 60 (wewnatrz walca).
2. z=224+y*, c4+y=4,2=0,y=0, 2=0.
3. z=x+yta,y=ar,x=a,z=0,y=0 (gdy y > 0).
4. z=a—z,y>=ax, z = 0.
5. z=224+1y%, y=2%,y=1,2=0.

6. y? + 22 = dax, y?> = ax, r = 3a, (na zewnatrz walca).

Pole obszaru
Postugujac sie catka podwdjna obliczy¢ pole ograniczone liniami:
l.zy=4,y=z, x =4.
2. y=2a2,dy =22, y=4.
3. y=2a2, 4y = 2%, x = £2.
4. > =44z, 2+ 3y =0.

5. y=lz,z—y=1,y=—1



	4 Rachunek całkowy funkcji wielu zmiennych
	4.1 Całka podwójna. Obliczanie
	4.1.1 Całka iterowana
	4.1.2 Zmiana kolejnosci całkowania
	4.1.3 Całka podwójna w prostokacie
	4.1.4 Całka podwójna w obszarze
	4.1.5 Zamiana zmiennych w całce podwójnej

	4.2 Zastosowanie całki podwójnej
	4.2.1 Zastosowanie całki podwójnej mechanice
	4.2.2 Zastosowanie całki podwójnej geometrii



