
Lista zada« Nr 4

Rachunek caªkowy funkcji wielu zmiennych

4.1 Caªka podwójna. Obliczanie

4.1.1 Caªka iterowana

Zapisa¢ caªk¦ iterowan¡ dla caªki podwójnej

∫ ∫
Ω

f(x, y) dx dy w danym obszarze Ω:

1. równolegªobok o bokach: x = 3, x = 5, 3x− 2y + 4 = 0, 3x− 2y + 1 = 0;

2. trójk¡t o bokach: x = 0, y = 0, x+ y = 2;

3. x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0;

4. x+ y ≤ 1, x− y ≤ 1, x ≥ 0;

5. y − 2x ≤ 0, 2y − x ≥ 0, xy ≤ 2.

4.1.2 Zmiana kolejno±ci caªkowania

Zmieni¢ kolejno±¢ caªkowania:

1.

1∫
0

dy

√
y∫

y

f(x, y) dx.

2.

1∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

f(x, y) dy.

3.

2∫
−2

dx

√
4−x2
√

2∫
−
√

4−x2
√

2

f(x, y) dy.

4.1.3 Caªka podwójna w prostok¡cie

Obliczy¢ caªk¦ podwójn¡ w prostok¡cie Ω:

1.

∫ ∫
Ω

ye
xy
2 dx dy, Ω : y = ln 2, y = ln 3, x = 2, x = 4.

2.

∫ ∫
Ω

y cosxy dx dy, Ω : y = π
2 , y = π, x = 1, x = 2.

3.

∫ ∫
Ω

x2 + y2

4
dx dy, Ω : 1 ≤ x ≤ 3, 1 ≤ y ≤ 3.
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4.

∫ ∫
Ω

(2x2 − y x) dx dy, Ω : 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1.

5.

∫ ∫
Ω

xy3 dx dy, Ω : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2.

6.

∫ ∫
Ω

(6− x2 − y2) dx dy, Ω : −1 ≤ x ≤ 1, −2 ≤ y ≤ 2.

7.

∫ ∫
Ω

xy(x− y) dx dy, Ω : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b.

8.

∫ ∫
Ω

x2

1 + y2
dx dy, Ω : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

4.1.4 Caªka podwójna w obszarze

Obliczy¢ caªk¦ podwójn¡ w obszarze Ω ograniczonego liniami:

1.

∫ ∫
Ω

x2

y2 dx dy, Ω : x = 2, y = x, xy = 1.

2.

∫ ∫
Ω

cos (x+ y) dx dy, Ω : x = 0, y = π, y = x.

3.

∫ ∫
Ω

(12x2y2 + 16x3y3) dx dy, Ω : x = 1, y = x2, y = −
√
x;

4.

∫ ∫
Ω

(36x2y2 − 96x3y3) dx dy, Ω : x = 1, y = 3
√
x, y = −x3;

5.

∫ ∫
Ω

y2 sin
xy

2
dx dy, Ω : x = 0, y =

√
π, y = x

2 ;

4.1.5 Zamiana zmiennych w caªce podwójnej

W danych caªkach wprowadzi¢ wspóªrz¦dne biegunowe:

1.

R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

f(x, y) dy.

2.

2R∫
R/2

dy

√
2Ry−y2∫
0

f(x, y) dx.

3.

R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

f(x, y) dy.

4.

R√
1+R2∫
0

dx

Rx∫
0

f(x, y) dy +

R∫
R√

1+R2

dx

√
R2−x2∫
0

f(x, y) dy.

Przechodz¡c do wspóªrz¦dnych biegunowych obliczy¢ caªki:

1.

R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

ln(1 + x2 + y2) dy.
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2.

∫ ∫
Ω

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2 dx dy, gdzie Ω : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.

3.

∫ ∫
Ω

(h− 2x− 3y) dx dy, gdzie Ω : x2 + y2 ≤ R2.

4.

∫ ∫
Ω

√
R2 − x2 − y2 dx dy, gdzie Ω : x2 + y2 ≤ Rx.

5.

∫ ∫
Ω

arctan
y

x
dx dy, gdzie Ω : x2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 ≤ 9, y ≥ x√

3
, y ≤ x

√
3.

4.2 Zastosowanie caªki podwójnej

4.2.1 Zastosowanie caªki podwójnej mechanice

Znale¹¢ mas¦ obszaru pªaskiego Ω o g¦sto±ci powierzchniowej µ(x, y) ograniczonego danymi liniami (lub okre±lonego
nierówno±ciami): Ω : x = 1, y = 0, y2 = 4x (y ≥ 0); µ(x, y) = 7x2 + y.

Znale¹¢ mas¦ obszaru pªaskiego Ω o g¦sto±ci powierzchniowej µ(x, y) ograniczonego danymi liniami (lub okre±lonego

nierówno±ciami): Ω : x2

4 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0; µ(x, y) = 6x3y3.
Wyznaczy¢ ±rodek ci¦»ko±ci obszaru ograniczonego liniami: y = 0 i jedn¡poªow¡ fali sinusoidy y = sinx.
Wyznaczy¢ ±rodek ci¦»ko±ci obszaru ograniczonego liniami: y = x2, x = 4, y = 0.
Wyznaczy¢ ±rodek ci¦»ko±ci obszaru ograniczonego liniami: y2 = ax y = x.

4.2.2 Zastosowanie caªki podwójnej geometrii

Obj¦to±¢ bryªy

Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami:

1. z =
√

64− x2 − y2, z = 1, x2 + y2 = 60 (wewn¡trz walca).

2. z = x2 + y2, x+ y = 4, x = 0, y = 0, z = 0.

3. z = x+ y + a, y2 = ax, x = a, z = 0, y = 0 (gdy y > 0).

4. z = a− x, y2 = ax, z = 0.

5. z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

6. y2 + z2 = 4ax, y2 = ax, x = 3a, (na zewn¡trz walca).

Pole obszaru

Posªuguj¡c si¦ caªk¡ podwójn¡ obliczy¢ pole ograniczone liniami:

1. xy = 4, y = x, x = 4.

2. y = x2, 4y = x2, y = 4.

3. y = x2, 4y = x2, x = ±2.

4. y2 = 4 + x, x+ 3y = 0.

5. y = lnx, x− y = 1, y = −1.
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