
Lista zada« Nr 5

Rachunek caªkowy funkcji wielu zmiennych

5.1 Caªka potrójna. Obliczanie

5.1.1 Caªka potrójna w prostopadªo±cianie

Obliczy¢ caªk¦ potrójn¡ w prostopadªo±cianie Ω:

1.

∫ ∫
Ω

∫
1

5
(4x2 + 4xy + y2 − 8x− 4y + 1) dx dy dz, Ω : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3.

2.

∫ ∫
Ω

∫
xy dx dy dz, Ω : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c.

3.

∫ ∫
Ω

∫
y2z cosx dx dy dz, Ω : 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ b, −a

2
≤ z ≤ a

2
.

4.

2π∫
0

dt

a∫
0

dr

b∫
0

r3 dz.

5.

3∫
0

dx

1∫
0

dy

4∫
0

z2 dz.

6.

2π∫
0

dϕ

a∫
0

dρ

h
2∫

−h
2

ρ3 sinϕ cosϕdz.

5.1.2 Caªka potrójna w obszarze normalnym

Obliczy¢ caªk¦ potrójn¡ w obszarze Ω ograniczonego danymi powierzchniami:

1.

∫ ∫
Ω

∫
(15x+ 30y) dx dy dz, Ω : z = x2 + 3y2, z = 0, y = x, y = 0, x = 1.

2.

∫ ∫
Ω

∫
xyz dx dy dz, Ω : y = x, y = 0, x = 2, z = xy, z = 0.

3.

∫ ∫
Ω

∫
x dx dy dz, Ω : x = 1, y = 10x, y = 0, z = xy, z = 0.

4.

∫ ∫
Ω

∫
(x2 + y2) dx dy dz, Ω : z = y2 − x2, z = 0,y = 1.

5.

∫ ∫
Ω

∫
(x+ y + z) dx dy dz, Ω : x+ y + z = a, x = 0, y = 0, z = 0.
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6.

∫ ∫
Ω

∫
xyz dx dy dz, Ω : y = x2, x = y2, z = xy, z = 0.

7.

1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

dy

√
1−x2−y2∫
√
x2+y2

z2 dz.

8.

1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

dy

√
1−x2−y2∫

0

√
x2 + y2 + z2 dz.

9.

a∫
0

dx

x∫
0

dy

xy∫
0

x3y2z dz.

5.1.3 Zamiana zmiennych w caªce potrójnej

Dokonuj¡c zamian¦ zmiennych prostok¡tnych na sferyczne lub walcowe obliczy¢ caªk¦ potrójn¡:

1.

1∫
0

dx

√
1−x2∫

−
√

1−x2

dy

a∫
0

dz.

2.

2∫
0

dx

√
2x−x2∫
0

dy

a∫
0

z
√
x2 + y2 dz.

3.

R∫
−R

dx

√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

dy

√
R2−x2−y2∫

0

x2 + y2 dz.

4.

1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

dy

√
1−x2−y2∫

0

√
x2 + y2 + z2 dz.

5.2 Zastosowanie caªki potrójnej

5.2.1 Zastosowanie caªki potrójnej w geometrii

Znale¹¢ obj¦to±¢ bryªy Ω ograniczonej powierzchniami:

1. y = 16
√

2x, y =
√

2x, z = 0, x+ z = 2.

2. x+ y = 2, y =
√
x, z = 12y, z = 0.

3. y = 5
√
x, y = 5x

3 , z = 0, z = 5 +
5
√
x

3 .

4. 2z = x2 + y2, z =
√
x2 + y2.

5. 2z = 4− x2 − y2, z = 2− x− y, z = 0, y = 0, x = 0,

6. x2 + y2 = 9, x+ y = 3, x+ y = −3, x− y = 3, x− y = −3.

7. Powierzchniami walcowymi z = 4− y2 i z = y2 + 2 oraz pªaszczyznami x = −1 i x = 2.

8. Paraboloidami z = x2 + y2 i z = x2 + 2y2 oraz pªaszczyznami y = x, 4y = 2x, x = 1.
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5.2.2 Zastosowanie caªki potrójnej technice

1. Znale¹¢ mas¦ bryªy Ω o g¦sto±ci obj¦to±ciowej µ = 4z ograniczonej powierzchniami: x2 +y2 +z2 = 4, x2 +y2 = 1,
(x2 + y2 ≤ 1), x = 0, (x ≥ 0).

2. Obliczy¢ mas¦ kostki o dªugo±ci kraw¦dzi równej 2, je»eli g¦sto±¢ w ka»dym punkcie równa jest odlegªo±ci punktu
od podstawy kostki.

3. G¦sto±¢ bryªy Ω = {(x, y, z) : ; 1 ≤ z ≤ 5−x2−y2, x2 +y2 ≥ 1} w ka»dym punkcie jest wprost proporcjonalna
do odlegªo±ci tego punktu od pªaszczyzny Oxy. Znale¹¢ mas¦ oraz ±rodek ci¦»ko±ci.

4. Znale¹¢ mas¦ bryªy le»¡cej mi¦dzy koncentrycznymi sferami o promieniu 1 i 2 je»eli g¦sto±¢ jest proporcjonalna
do kwadratu odlegªo±ci do ±rodka sfer. To samo dla g¦sto±ci proporcjonalnej do odlegªo±ci od ±rodka sfer.

5. Obliczy¢ wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci bryªy Ω okre±lonej warunkami y2 ≤ 4x, 2x+ y+ z ≤ 4, z ≥ 0 (przyj¡¢ »e
g¦sto±¢ obj¦to±ciowa w ka»dym punkcie jest staªa równa µ).

6. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci czworo±cianu ograniczonego pªaszczyznami x + y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0, je»eli
g¦sto±¢ w ka»dym punkcie jest proporcjonalna do sumy jego wspóªrz¦dnych.

7. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci bryªy ograniczonej powierzchniami x2 + y2 = 4, z = 0, z =
√
x2 + y2.

Pomocnicze wiadomo±ci

Niech Ω b¦dzie bryª¡ o zmiennej g¦sto±ci ci¡gªej ρ(x, y, z). Nast¦puj¡ce wielko±ci obliczamy wedªug wzorów:

1) obj¦to±¢ bryªy Ω: V =

∫ ∫
Ω

∫
1 dx dy dz;

2) masa bryªy Ω: m =

∫ ∫
Ω

∫
ρ(x, y, z) dx dy dz;

3) momenty statyczne bryªy Ω wzgl¦dem pªaszczyzn ukªadu wspóªrz¦dnych:

3a) wzgl¦dem pªaszczyzny Oyz: Myz =

∫ ∫
Ω

∫
x · ρ(x, y, z) dx dy dz;

3b) wzgl¦dem pªaszczyzny Oxz: Mxz =

∫ ∫
Ω

∫
y · ρ(x, y, z) dx dy dz;

3c) wzgl¦dem pªaszczyzny Oxy: Mxy =

∫ ∫
Ω

∫
z · ρ(x, y, z) dx dy dz;

4) wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci (x0, y0, z0) bryªy Ω:

x0 =

∫ ∫
Ω

∫
x · ρ(x, y, z) dx dy dz

∫ ∫
Ω

∫
ρ(x, y, z) dx dy dz

, y0 =

∫ ∫
Ω

∫
y · ρ(x, y, z) dx dy dz

∫ ∫
Ω

∫
ρ(x, y, z) dx dy dz

, z0 =

∫ ∫
Ω

∫
z · ρ(x, y, z) dx dy dz

∫ ∫
Ω

∫
ρ(x, y, z) dx dy dz

;
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