5.1

5.1.1 Calka potrojna w prostopadloscianie

Obliczy¢ catke potrojng w prostopadtoscianie
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1. ///5(4352+4xy+y2—8x—4y+1)dxdydz, N:0<2<1,0<y<2,0<2<3.
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5.1.2 Calka potrojna w obszarze normalnym

Obliczy¢ caltke potréjna w obszarze () ograniczonego danymi powierzchniami:

1. ///(15x+30y)dmdydz, Q: z2=22+3%, 2=0,y=z,y=0,2=1.
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.///J:yzda:dydz, Q:y=z,y=0,z=2, z=uzy, z=0.
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.///xd:vdydz, Q:2=1y=10z,y=0,z=zy, 2=0.

Q
4. ///(x2+y2)dmdydz, Q: z=y> 2% 2=0y=1.
Q

ot

.///(z+y+z)dxdydz, Q: z+y+z=a,2=0,y=0,2z=0.
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.///xyzdacdydz, Q: y=2% 2= 2=2y, 2=0.
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5.1.3 Zamiana zmiennych w calce potréjnej

Dokonujac zamiane zmiennych prostokatnych na sferyczne lub walcowe obliczy¢ catke potrojna:

1 1—z2 a
1 /dm / dy/ dz
0 —V1—z2 0
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5.2

5.2.1 Zastosowanie calki potrojnej w geometrii

Znalez¢ objetosé bryly Q ograniczonej powierzchniami:

1. y=16V2z,y =12z, 2=0, x4+ 2 = 2.

2. x+y=2,y=+x,2=12y, z=0.

3. y:5\/§,y:5ﬁx,z:0,z:5+¥.

4. 22:x2+y2,z:\/m.

5. 22 =4—22—y?, z2=2—2—9,2=0,y=0,z =0,

6. 22 +9y? =9, 2+y=3, 2+y=-3,x—y=3,r—y=—3.

7. Powierzchniami walcowymi z = 4 — y? i z = y? + 2 oraz plaszczyznami z = —11ix = 2.

8. Paraboloidami z = 22 + 9% i z = 22 + 2y? oraz plaszczyznami y = z, 4y = 2z, = = 1.
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5.2.2 Zastosowanie calki potréjnej technice

1. Znalezé mase bryty Q o gestoéci objetosciowej i = 4z ograniczonej powierzchniami: z2 492 +22 =4, 22 +9% =1,
(z> +y* < 1), 2 =0, (z>0).

2. Obliczy¢ mase kostki o dtugosci krawedzi rownej 2, jezeli gesto§é w kazdym punkcie réwna jest odlegtosci punktu
od podstawy kostki.

3. Gestosé bryty Q = {(z, 5, 2): ;1 <z<5—-2%2—92% 22+y?> 1} w kazdym punkcie jest wprost proporcjonalna,
do odleglosci tego punktu od plaszczyzny Ozxy. Znalezé mase oraz Srodek ciezkosci.

4. Znalez¢ mase bryly lezacej miedzy koncentrycznymi sferami o promieniu 1 1 2 jezeli gestosé jest proporcjonalna
do kwadratu odlegtosci do $rodka sfer. To samo dla gestosci proporcjonalnej do odlegtosci od $rodka sfer.

5. Obliczy¢ wspotrzedne srodka cigzkosci bryty Q okreslonej warunkami y? < 4z, 2o +y + 2 < 4, z > 0 (przyjaé ze
gestosé objetosciowa w kazdym punkcie jest stala rowna p).

6. Znalez¢ §rodek ciezkosci czworo§cianu ograniczonego plaszczyznami z+y+ 2z =1,z =0,y =0, z = 0, jezeli
gestosé w kazdym punkcie jest proporcjonalna do sumy jego wspotrzednych.

7. Znalez¢ $rodek ciezkosci bryty ograniczonej powierzchniami 22 + ¢y =4, z = 0, z = /22 + 32

Pomocnicze wiadomosci

Niech 2 bedzie bryla o zmiennej gestosci ciaglej p(x, y, z). Nastepujace wielkosci obliczamy wedlug wzoréw:
1) objetosc bryty Q: V = /// 1dx dy dz;

Q
2) masa brylty Q: m = /// p(z, y, z)dxdydz;
Q

3) momenty statyczne bryly  wzgledem plaszczyzn uktadu wspoétrzednych:
3a) wzgledem plaszczyzny Oyz: M, = ///x cp(z, y, z)dz dy dz;
Q
3b) wzgledem ptaszczyzny Oxz: M, = ///y cp(z, y, z)dedydz;
Q

3c) wzgledem plaszczyzny Oxy: My, = /// z-p(z, y, z)dedydz;
Q

4) wspolrzedne srodka ciezkosci (xo, Yo, 20) bryly Q:

///x-p(x, Yy, 2)dz dy dz ///yp(x, y, z)dz dydz ///zp(am y, 2) dx dy dz
== == 20 = —2 .
) ///p(w, y, z) dw dydz o ///p(x, g, D)dadyds O ///p(x, y, 2)dedydz
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