
Lista zada« Nr 6

Caªka krzywoliniowa dwuwymiarowa

6.1 Caªka krzywoliniowa nieskierowana

6.1.1 Obliczanie caªki krzywoliniowej nieskierowanej

Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniowe nieskierowane:

1)

∫
L

(x2 + y2) dl, gdzie L jest okr¦giem x = 2 cos t, y = 2 sin t.

2)

∫
L

1

3x+ y
dl, gdzie L jest odcinkiem o ko«cach (0, 1), (2, 0).

3)

∫
L

e2x dl, gdzie L jest odcinkiem o ko«cach (0, 1), (1, 2).

4)

∫
L

xy dl, gdzie L jest cz¦±ci¡ okr¦gu x2 + y2 = 1, speªniaj¡c¡ warunki x ≥ 0, y ≥ 0.

5)

∫
L

y dl, gdzie L jest ªukiem cykloidy x = t− sin t, y = 1− cos t dla 0 ≤ t ≤ 2π.

6.1.2 Zastosowanie caªki krzywoliniowej nieskierowanej

Obliczy¢ mas¦ ªuku o podanej funkcji g¦sto±ci:

1) ªuku x = 3 cos t, y = 3 sin t, gdzie 0 ≤ t ≤ π

2
, o g¦sto±ci x2y w punkcie (x, y);

2) ªuku x = 3t, y = t3, gdzie 0 ≤ t ≤ 1, o g¦sto±ci x3 + y w punkcie (x, y);

3) okr¦gu x =
1

2
cosx, y =

1

2
sinx, gdzie 0 ≤ t ≤ 2π, o g¦sto±ci |x| w punkcie (x, y);

4) krzywej y = x2, gdzie 0 ≤ x ≤ 1, je±li g¦sto±¢ w punkcie (x, y) wynosi x;

5) krzywej y = 3 lnx, gdzie 3 ≤ x ≤ 4, o g¦sto±ci x2 w punkcie (x, y);

6) krzywej y = chx, gdzie 0 ≤ x ≤ 1, je»eli g¦sto±¢ w punkcie (x, y) wynosi
1

y
;

7) krzywej y2 =
2

3
x, gdzie 0 ≤ x ≤ 7

3
, je»eli g¦sto±¢ w punkcie (x, y) wynosi y.

6.2 Caªka krzywoliniowa skierowana

6.2.1 Obliczanie caªki krzywoliniowej skierowanej

Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki krzywoliniowe skierowane:
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1)

∫
L

xy dx+(y − x) dy, gdzie L jest okr¦giem x = cos t, y = sin t dla 0 ≤ t ≤ 2π;

2)

∫
L

y dx+x2 dy, gdzie L jest x = 2t, y = t2 − 1 dla 0 ≤ t ≤ 2;

3)

∫
L

y dx+(x+ 2y) dy, gdzie L jest odcinkiem od punktu (3, 0) do punktu (0, 1);

4)

∫
L

x2y dx+3y dy, gdzie L jest odcinkiem od punktu (0, −2) do punktu (0, 1);

5)

∫
L

2x dx+(x− 3y) dy, gdzie L jest sum¡ odcinków od punktu (0, 1) do punktu (0, 0), a nast¦pnie do punktu

(2, 0);

6)

∫
L

y3 dx+x3 dy, gdzie L jest sum¡ odcinków od punktu (−4, 1) do punktu (−4, −2), a nast¦pnie do punktu

(2, −2);

7)

∫
L

2x dx, gdzie L jest cz¦±ci¡ paraboli y = x2 od punktu (−1, 1) do punktu (3, 9).

6.2.2 Zastosowanie caªki krzywoliniowej skierowanej

Obliczy¢ jak¡ prac¦ wykona siªa ~F wzdªu» krzywej L:

1) ~F = (x2 − 2y)~i+ (y2 − 2x)~j, gdzie L jest odcinkiem prostej od punktu M(−4, 0) do punktu N(0, 2);

2) ~F = (x+ y)~i+ (x− y)~j, gdzie L jest krzyw¡ y = x2, od punktu M(−1, 1) do punktu N(1, 1);

3) ~F = (x3 − y3)~i+ xy2~j, gdzie L jest krzyw¡ x = t2, y = t3 dla −1 ≤ t ≤ 0;

4) ~F = y~i+ (3x+ 1)~j, gdzie L jest krzyw¡ x = 10 cos t, y = 10 sin t dla
π

2
≤ t ≤ 3π

2
;

5) ~F = (x+ y)~i+ (x− y)~j, gdzie L jest krzyw¡ x = 3 cos t, y = 5 sin t dla 0 ≤ t ≤ π

2
;

6) ~F = x~i+ (x+ y)~j, gdzie L jest krzyw¡ x = ln t, y = t dla 1 ≤ t ≤ e;

7) ~F = x
1
2 y

3
2~i+ x~j, gdzie L jest krzyw¡ y = x2 od punktu (0, 0) do punktu (1, 1);

8) ~F = 2xy~i − x2~j, gdzie L jest krzyw¡ y =

√
x

2
od punktu (0, 0) do punktu (2, 1), nast¦pnie od tego punktu po

odcinku do punktu (0, 1) i nast¦pnie po odcinku do punktu (0, 0);

9) ~F = 2xy~i, gdzie L jest ªaman¡ zamkni¦t¡ o wierzchoªkach w punktach (0, 0), (0, 1), (2, 1), (0, 0).

6.2.3 Twierdzenie Greena

Stosuj¡c twierdzenie Greena obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki krzywoliniowe po wymienionych krzywych zorientowanych
dodatnio:

1)

∮
L

(x− 2y) dx+2xy dy po brzegu L trójk¡ta o wierzchoªkach (1, 0), (2, 0), (0, 1);

2)

∮
L

(y − x2y) dx+(xy2 + x) dy, gdzie L jest brzegiem kwadratu K = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2};

3)

∮
L

(x2 + y2) dx+
(x+ y)2

2
dy po brzegu L trójk¡ta o wierzchoªkach (2, 2), (1, 3), (1, 1);



6.2. Caªka krzywoliniowa skierowana 3

4)

∮
L

x2y dx−xy2 dy, gdzie L jest okr¦giem x2 + y2 = 4;

5)

∮
L

(x+ y) dx+xy dy, gdzie L jest brzegiem ¢wiartki koªa x2 + y2 ≤ 4 dla x ≥ 0, y ≥ 0;

6)

∮
L

(x2 + 4xy) dx+(2x2 + 3y) dy, gdzie L jest elips¡ 9x2 + 16y2 = 144;

7)

∮
L

2y dx+(y − x) dy, gdzie L jest brzegiem pólkoªa x2 + y2 ≤ 25 dla y ≥ 0;

8)

∮
L

√
x2 + y2 dx+(xy2 + y ln(x+

√
x2 + y2)) dy, gdzie L jest brzegiem obszaru ograniczonego krzywymi.
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