
Lista zada« Nr 7

Caªka powierzchniowa

7.1 Caªka powierzchniowa niezorientowana

7.1.1 Obliczanie caªki powierzchniowej niezorientowanej

Obliczy¢ caªki powierzchniowe niezorientowane:

1)

∫ ∫
S

(6xyz + 1) dS, gdzie S jest cz¦±ci¡ pªaszczyzny z = 1− x− y speªniaj¡c¡ warunki x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

2)

∫ ∫
S

(x2 + y2 + z) dS, gdzie S jest cz¦±ci¡ pªaszczyzny z = x+ y + 1 speªniaj¡c¡ warunki 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;

3)

∫ ∫
S

(x+ y) dS, gdzie S jest cz¦±ci¡ walca z =
√

4− x2, dla której 0 ≤ x ≤
√

3, 0 ≤ y ≤ 1;

4)

∫ ∫
S

(x2 + y2)z dS, gdzie S jest cz¦±ci¡ sfery x2 + y2 + z2 = 25 le»¡c¡ nad pªaszczyzn¡ z = 3.

7.1.2 Zastosowanie caªki powierzchniowej niezorientowanej

1. Obliczy¢ mas¦ powierzchni o danej g¦sto±ci:

1) z =
√

9− x2 − y2 o g¦sto±ci ρ(x, y, z) = |y|;

2) trójk¡ta o wierzchoªkach (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) o g¦sto±ci rho(x, y, z) = x2;

3) z = xy le»¡cej wewn¡trz walca x2 + y2 = 1, której g¦sto±¢ wynosi 3 w ka»dym punkcie.

2. Obliczy¢ moment statyczny wzgl¦dem pªaszczyzny Oyz trójk¡tnej pªytki o wierzchoªkach (1, 0, 0),

(
0,

1

2
, 0

)
,

(0, 0, 1). G¦sto±¢ materiaªu w danym punkcie równa jest sumie jego wspóªrz¦dnych.

3. Znale¹¢ moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi Oy cz¦±ci pªaszczyzny z = x, gdzie x ≥ 0, y ≥ 1, x+y ≤ 2. G¦sto±¢
powierzchni w ka»dym punkcie równa jest jego odlegªo±ci od osi Oy.

4. Obliczy¢ moment statyczny wzgl¦dem pªaszczyzny Oxz cz¦±ci powierzchni z =
√

25− y2 dla 0 ≤ x ≤ 1,
0 ≤ y ≤ 4.

5. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi Oz póªsfery x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 1

6. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci cz¦±ci sto»ka 4z2 = x2 +y2 speªniaj¡cej nierówno±¢ 1 ≤ z ≤ 4. Rozwa»y¢ przypadki gdy
g¦sto±¢ materiaªu jest a) staªa, b) proporcjonalna do odlegªo±ci punktu od pªaszczyzny Oxy, c) proporcjonalna
do odlegªo±ci punktu od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych.

7. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci wzgl¦dem pªaszczyzny Oxy cz¦±ci sfery x2 +y2 +z2 = 16 dla x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.
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7.2 Caªka powierzchniowa zorientowana

7.2.1 Obliczanie caªki powierzchniowej zorientowanej

1. Obliczy¢ caªki powierzchniowe zorientowane:

1)

∫ ∫
S

yz dydz + xz dxdz + xy dxdy, gdzie S jest górn¡ stron¡ cz¦±ci pªaszczyzny x + y + z = 2 speªniaj¡cej

warunki x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

2)

∫ ∫
S

z dxdy, gdzie S jest zewn¦trzn¡ stron¡ sfery x2 + y2 + z2 = 9;

2)

∫ ∫
S

4y2 dydz + 3x dxdz + 2z dxdy, gdzie S jest górn¡ stron¡ pªata z = xy dla 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1.

2. Obliczy¢ strumie« pola ~v przez podan¡ powierzchni¦ S:

1) ~v = (−y, x, 0), gdzie S jest górn¡ stron¡ cz¦±ci pªaszczyzny z = 8x− 4y − 5, która speªnia warunki x ≥ 0,
y ≥ 0, x+ y ≤ 1;

2) ~v = (yz, −x, −y), gdzie S jest stron¡ sto»ka x2 + y2 = z2 speªniaj¡c¡ warunek 0 ≤ z ≤ 1, z której �wida¢�
dodatni¡ póªo± Oz;

3) ~v = (−x, 2y, −z), gdzie S jest sfer¡ x2 + y2 + z2 = 4;

4) ~v = (−x, −y, −z), gdzie S jest górn¡ stron¡ cz¦±ci paraboloidy z = x2 + y2 − 4 le»¡c¡ pod pªaszczyzna
Oxy.

7.2.2 Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

Zastosowa¢ Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego do obliczenia strumienia pola ~v na zewn¡trz powierzchni ∂Ω
ograniczaj¡cej wskazan¡ bryª¦ Ω:

1) ~v = (x2yz, xy2z, xyz2) przez powierzchni¦ kostki 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1;

2) ~v = (z, x, y) przez powierzchni¦ póªkuli x2 + y2 + z2 ≤ 9, z ≥ 0;

3) ~v = (x2, y2, z2) przez powierzchni¦ bryªy mi¦dzy z = 0 oraz z = 4− x2 − y2;

4) ~v = (y, y
√
z, z
√
z) przez powierzchni¦ bryªy x2 + y2 ≤ 9, 1 ≤ z ≤ 4;

5) ~v = (xez, yez, 2ez) przez powierzchni¦ bryªy x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1.

7.3 Wzory pomocnicze

Je±li S jest powierzchni¡ o zmiennej g¦sto±ci ρ(x, y, z) to nast¦pne wielko±ci obliczamy ze wzorów:
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1) masa powierzchni S:

m =

∫ ∫
S

ρ(x, y, z) dS;

2) momenty statyczne powierzchni S wzgl¦dem pªaszczyzn ukªadu wspóªrz¦dnych:

wzgl¦dem pªaszczyzny Oyz: Myz =

∫ ∫
S

x · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oxz: Mxz =

∫ ∫
S

y · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oxy: Mxy =

∫ ∫
S

z · ρ(x, y, z) dS,

3) wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci (x0, y0, z0) powierzchni S:

x0 =
Myz

m
, y0 =

Mxz

m
, z0 =

Mxy

m
,

4) momenty bezwªadno±ci powierzchni S wzgl¦dem pªaszczyzn ukªadu:

wzgl¦dem pªaszczyzny Oyz: Byz =

∫ ∫
S

x2 · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oxz: Bxz =

∫ ∫
S

y2 · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oxy: Bxy =

∫ ∫
S

z2 · ρ(x, y, z) dS,

5) momenty bezwªadno±ci powierzchni S wzgl¦dem osi ukªadu:

wzgl¦dem pªaszczyzny Ox: Bx =

∫ ∫
S

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oy: By =

∫ ∫
S

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) dS,

wzgl¦dem pªaszczyzny Oz: Bz =

∫ ∫
S

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) dS,

6) moment bezwªadno±ci powierzchni S wzgl¦dem ±rodka ukªadu:∫ ∫
S

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) dS
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