Lista zadan Nr 7

Calka powierzchniowa

7.1 Calka powierzchniowa niezorientowana

7.1.1 Obliczanie calki powierzchniowej niezorientowanej

Obliczy¢ calki powierzchniowe niezorientowane:

1) // (6zyz + 1) dS, gdzie S jest cze$cia plaszczyzny 2z = 1 — x — y spelniajacag warunki > 0, y > 0, z > 0;
s
2) // (z% + y* + 2) dS, gdzie S jest czeScia plaszezyzny z = x + y + 1 spehiajacg warunki 0 < 2 < 1,0 <y < 1;
s
3) // (x +y)dS, gdzie S jest czescia walca z = /4 — 22, dla ktorej 0 < 2 < /3,0 <y < 1;
s
4) // (2% + y*)2 dS, gdzie S jest czebcia sfery 22 + 32 4 22 = 25 lezaca nad plaszezyzng z = 3.
s

7.1.2 Zastosowanie calki powierzchniowej niezorientowanej
1. Obliczy¢ mase powierzchni o danej gestosci:
1) z=+/9— 2% —y? o gestosci p(x, y, 2) = |yl;
2) trojkata o wierzchotkach (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) o gestosci rho(z, y, z) = 2?;

3) z = xy lezacej wewnatrz walca 22 + y? = 1, ktérej gestosé wynosi 3 w kazdym punkcie.

1
2. Obliczy¢ moment statyczny wzgledem plaszczyzny Oyz trojkatnej plytki o wierzchotkach (1, 0, 0), (0, 2 O),
(0, 0, 1). Gestosé¢ materialu w danym punkcie rowna jest sumie jego wspotrzednych.

3. Znalez¢ moment bezwladnosci wzgledem osi Oy czesci plaszezyzny z = x, gdzie x > 0, y > 1, z+y < 2. Gestosé
powierzchni w kazdym punkcie rowna jest jego odlegtosci od osi Oy.

4. Obliczy¢ moment statyczny wzgledem plaszczyzny Ozz czeSci powierzchni z = /25 —92 dla 0 < = < 1,
0<y<4

5. Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oz potsfery 2 +y2 +22=1,2>1
6. Znalez¢ srodek ciezkosci czedci stozka 422 = 22 4+ 12 spetniajacej nieréwnosé 1 < z < 4. Rozwazyé przypadki gdy
gesto$¢ materiatu jest a) stata, b) proporcjonalna do odlegtosci punktu od ptaszczyzny Oxy, ¢) proporcjonalna

do odlegtosci punktu od §rodka uktadu wspoétrzednych.

7. Obliczy¢ moment bezwtadnodci wzgledem plaszczyzny Ozy czesci sfery 22 4+y?+22 = 16 dlaxz > 0,y > 0, z > 0.
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7.2 Calka powierzchniowa zorientowana

7.2.1 Obliczanie calki powierzchniowej zorientowanej

1. Obliczy¢ calki powierzchniowe zorientowane:
1) // yz dydz + xz dxdz + xy dxdy, gdzie S jest gorng strong czesci plaszczyzny x + y + z = 2 spelniajacej
s

warunki x > 0, y > 0, z > 0;

2) // z dxdy, gdzie S jest zewnetrzng strong sfery z2 + 3% 4+ 22 = 9;
s

2) // 492 dydz + 3z drdz + 2z dxdy, gdzie S jest gorng strong plata z = xy dla 0 <z < 2,0 <y < 1.
s

2. Obliczy¢ strumieni pola v przez podang powierzchnie S:

U= x, 0), gdzie S jest gorna strona czesci plaszczyzny z = 8x — 4y — 5, ktora spetnia warunki 2 > 0,
y20,z+y<L

2) 7= (yz, —x, —y), gdzie S jest strona stozka x? + y? = 2?2 spelniajaca warunek 0 < z < 1, z ktorej "wida¢”
dodatnia pétos Oz;

3) 7= (—x, 2y, —2), gdzie S jest sferg x> + y% + 22 = 4;

4) ¥ = (—x, —y, —2), gdzie S jest gorna strong czesci paraboloidy z = 2% + y? — 4 lezaca pod plaszczyzna
Ozxy.

7.2.2 Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

Zastosowaé Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego do obliczenia strumienia pola ¢ na zewnatrz powierzchni OS2
ograniczajacej wskazang bryte €):

1) ¥ = (22yz, wy?z, vyz?) przez powierzchnie kostki 0 <7 < 1,0<y<1,0<2<1;
2) 7= (2, z, y) przez powierzchnie¢ potkuli 2% + y? + 22 <9, 2 > 0;

3) U = (22, y?, 22) przez powierzchnie bryly miedzy z = 0 oraz z = 4 — 2% — y%;

4) ¥ = (y, y\/2, 21/z) przez powierzchnie bryty 22 + 92 < 9,1 < 2z < 4;

5) U = (ze®, ye®, 2¢*) przez powierzchnie brylty x +y <1, 2>0,y>0,0< 2 < 1.

7.3 Wzory pomocnicze

Jesli S jest powierzchnia o zmiennej gestosci p(x, y, z) to nastepne wielkosci obliczamy ze wzorow:



7.3. Wzory pomocnicze

1) masa powierzchni S:

m/s/p(x, y, 2)dS;

2) momenty statyczne powierzchni S wzgledem plaszczyzn ukladu wspolrzednych:
wzgledem ptaszczyzny Oyz: M, = //a; cp(z, y, 2)dS,
s

wzgledem plaszczyzny Oxz: M, = //y -p(z, y, 2)dS,
s

wzgledem plaszczyzny Oxy: My, = // z-p(z, y, 2)dS,
s

3) wspolrzedne srodka ciezkosci (xo, Yo, z0) powierzchni S:

M, Mg, My,
To = y Yo = , 20 = )
m m m

4) momenty bezwtadno$ci powierzchni S wzgledem plaszczyzn ukladu:
wzgledem plaszczyzny Oyz: B, = // 2 p(x, y, 2)dS,
s
wzgledem plaszczyzny Oxz: By, = // v* - p(z, y, 2)dS,
s
wzgledem plaszczyzny Oxy: By = // 22 p(x, y, 2)dS,
s
5) momenty bezwladnosci powierzchni S wzgledem osi ukltadu:
wzgledem plaszezyzny Ox: B, = // (v* 4+ 22) - p(x, y, 2)dS,
s
wzgledem plaszczyzny Oy: B, = // (2 +2%) - p(x, y, 2)dS,
s

wzgledem plaszczyzny Oz: B, = // (2 + %) - p(x, y, 2)dS,
s

6) moment bezwtadno$ci powierzchni S wzgledem $rodka uktadu:

/S/ (z* +y* +2%) - p(z, y, 2) dS
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