
Lista zada« Nr 8

Równania ró»niczkowe zwyczajne

8.1 Równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania ró»niczkowego:

1)

{
yy′ + 4t = 0,

y(0) = 4;
2)

{
dy = 2ty2dt,

y(0) = 1;

3)

{
t(y2 − 1)dt+ y(t2 − 1)dy = 0,

y(0) = 2;
4) sin y′ = t;

5) y′ − xy2 = 2xy; 6) y′ = cos(y − x);

7) y′ − y = 2x− 3; 8) y′ =
√
4x+ 2y − 1;

9) y′ =
√
ye3x; 10) y′ tg x− y = −2;

11) (1 + x2)y′ = 2xy; 12) y′ + (1− y2) tg x = 0.

8.2 Równanie jednorodne rz¦du pierwszego

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« jednorodnych rz¦du pierwszego:

a) (x− y)dx+ (x+ y)dy; b) (y2 − 2xy)dx+ x2dy = 0;

c) xy′ − y = x tg
y
x ; d) xy′ = y − xe

y
x ;

e) xy′ = y cos ln
y
x ; f) 2x3y′ = y(2x2 − y2).

8.3 Równanie ró»niczkowe liniowe rz¦du pierwszego

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« ró»niczkowych liniowych rz¦du pierwszego:

a) xy′ − 2y = 2x4; b) x(y′ − y) = ex;

c) y = x(y′ − x cosx); d) y′ =
y

3x− y2 ;

e) (2ey − x)y′ = 1; f) xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x;

g) (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y; h) y′ = 2x(x2 + y).

8.4 Równanie Bernoulli'ego

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« ró»niczkowych Bernoulli'ego:

a) y′ + 2y = y2ex; b) y′ = y4 cosx+ y tg x;

c) xydy = (y2 + x)dx; d) y′x3 sin y = xy′ − 2y;

e) xy′ − 2x2
√
y = 4y; f) (2x2y ln y − x)y′ = y.
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8.5 Równanie zupeªne

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania zupeªnego:

1) 2−
(y
x

)2
+ 2

y

x
y′ = 0;

2) 2xy + (y2 + x2)y′ = 0;

3)
2x

y3
+

(
1

y2
− 3x2

y4

)
y′ = 0.

8.6 Równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego

Znale¹¢ nieosobliwe rozwi¡zania równa« ró»niczkowych rz¦du pierwszego:

1) xy′ + 3y = x5; 2) x+ 3y + xy′ = 0; 3) xy′ + y + x = ex;

4) y′(x− y) = x+ y; 5) xy′ + (2 + 3x)y = xe−3x; 6) y +
√
x2 − y2 − xy′ = 0;

7) y′ + 4y = e−4x; 8) y′ + 3x2y = x2 + e−x
3

; 9) y′ = y2 + 1;

10) 3x2ey + (x3ey + 2)y′ = 0; 11) y3(4y′ + y) = x; 12) y′ cos y − x− sin y = 0.

Odpowiedzi. 1) y(x) =
x5

8
+
C

x3
; 2) y(x) = −x

4
+
C

x3
; 3) y(x) =

1

x

(
ex − x2

2
+ C

)
; 4) ln

√
x2 + y2 − arctg

y

x
= C;

5) y(x) =
e−3xx

3
+ C

e−3x

x2
; 6) y(x) = x sin(C + lnx); 7) y(x) = e−4x(C + x); 8) y(x) =

1

3
+ e−x

3

(x + C); 9)

y(x) = tg x+ C; 10) 2y + x3ey = C; 11) (y4 + 1− x)ex = C; 12) y(x) = arcsin (exC − 1− x).

8.7 Zagadnienie Cauchy'ego dla równania ró»niczkowego rz¦du pierw-

szego

Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe przy podanych warunkach pocz¡tkowych:

1)

{
y − xy′ = 2 + 2x2y′,

y(1) = 1;
2)

{
y′ = exey,

y(0) = 0;

3)

{
(xy′ − x) arctg y

x = x,

y(1) = 0;
4)

{
xy′ − y = x2 + x,

y(1) = 2;

5)

y
′ + y =

x

y
,

y(0) = 1;
6)

{
xy′ + y + xy = e−x,

y(1) = 0;

7)

{
2xy3 + 8x+ (3x2y2 + 5)y′ = 0,

y(2) = −1;
8)

{
2y2y′ = 3y − y′,
y(3) = 1;

9)

{
xy′ + y = ex,

y(2) = 3;
10)

{
y′ = xy2 − xy,
y(0) = 2;

11)

{
y′ +Ctg x = sinx,

y
(
π
2

)
= 1;

12)


y′
√
y
+ 4x

√
y = 2xe−x

2

,

y(0) = 3;

13)


1

y
+
xy′

y2
= 0,

y(−2) = 6;
14)

y
′ = cos2 x− y tg x,

y
(π
4

)
=

1

2
;

15)

{
y′ sinx = y ln y,

y(0) = 1;
16)

{
y = y2 lnx− xy′,
y(1) = 1.
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8.8 Równania ró»niczkowe rz¦du pierwszego nie rozwi¡zane wzgl¦dem po-

chodnej. Metoda wprowadzenia parametru

8.8.1 Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« ró»niczkowych, rozwi¡zuj¡c je wzgl¦dem po-

chodnej:

8.8.1.1) y′2 − y2 = 0; 8.8.1.2) (y′ + 1)3 = 27(x+ y)2;

8.8.1.3) 3y′3 = 27y; 8.8.1.4) xy′(xy′ + y) = 2y2;

8.8.1.5) y′2 + x = 2y; 8.8.1.6) y′2 − 2yy′ = y2(ex − 1).

8.8.2 Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe metod¡ wprowadzenia parametru:

8.8.2.1) x = y′3 + y′; 8.8.2.2) y = (y′ − 1) ln y′;

8.8.2.3) y′2 − 2xy′ = x2 − 4y; 8.8.2.4) 2xy′ − y = y′ ln yy′;

8.8.2.5) y = xy′ − x2y′3; 8.8.2.6) xy′ − y = ln y′.

Odpowiedzi. 1)

{
x = p3 + p,

y = 3/4p4 + 1/2p2 + C;
2)

{
x = 1/2 ln2 p+ ln p+ 1/p+ C,

y = (p− 1) ln p;

3)

{
x = c− p,
y = 1/4((c− p)2 + 2p(c− p)− p2);

4)

{
x = 1/2(C/p2 + lnC),

y = C/p;

5)

{
xp2 = C

√
|p| − 1,

y = 1/p(C
√
|p| − 1− (C

√
|p| − 1)2);

6) y = Cx− lnC, y = lnx+ 1.

8.9 Równania ró»niczkowe rz¦dów wy»szych

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« ró»niczkowych rz¦dów wy»szych:

a) x2y′′ = y′2; b) y3y′′ = 1;
c) y′′(ex + 1) + y′ = 0; d) yy′′ = y′2 − y′3;
e) x2y′′′ = y′′2; f) y′′ = ey;

g) y′2 = (3y − 2y′)y′′; h) xy′′ = y′ + x sin
y′
x ;

i) xyy′′ − xy′2 = yy′; j) yy′′ = y′2 + 15y2
√
x;

k) (x2 + 1)(y′2 − yy′′) = xyy′; l) xyy′′ + xy′2 = 2yy′;

m) x2yy′′ = (y − xy′)2; n) y′′ +
y′
x +

y
x2

=
y′2
y .

Odpowiedzi. a) C1x−C2
1y = ln |C1x+1|+C2, 2y = x2+C, y = C; b) C1y

2−1 = (C1x+C2)
2; c) y = C1(x−e−x)+C2;

d) y + C1 ln |y| = x+ C2, y = C; e) 2y = C1x
2 − 2C2

1 (x+ C1) ln |x+ C1|+ C2x+ C3; f) e
y sin2(C1x+ C2) = 2C2

1 ,

ey sh2(C1x+C2) = 2C2
1 , e

y(x+C)2 = 2; g) x = 3C1p
2+lnC2p, y = 2C1p

3+p; y = C; h) C2
1y = (C2

1x
2+1) arctgC1x

−C1x+C2 2y = kπx2+C, k = 0,±1,±2 . . .; i) y = C2e
C1x

2

; j) lnC2y = 4x5/2+C1x, y = 0; k) y = C2(x+
√
x2 + 1)C1 ;

l) y2 = C1x
3 + C2; m) y = C2xe

−C1/x; n) y = C2|x|C1− 1
2 ln |x|.
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8.10 Zagadnienie Cauchy'ego

Znale¹¢ rozwi¡zania równa« ró»niczkowych speªniaj¡cych warunki pocz¡tkowe:

a) yy′′ = 2xy′2; y(2) = 2, y′(2) = 0, 5;
b) 2y′′′ − 3y′′2 = 0; y(0) = −3, y′(0) = 1, y′′(0) = −1;
c) y′′′ = 3yy′; y(0) = −2, y′(0) = 0, y′′(0) = 4, 5;
d) y′′ cos y + y′2 sin y = y′; y(−1) = π

6 , y
′(−1) = 2.

e)

{
x2y′ + y2 = 0,
y(−1) = 1;

f)

 y′ =
2y + 1
tg x

y(π/4) = 1/2;

8.11 Równania i ukªady równa« liniowych o staªych wspóªczynnikach

8.11.1 Równania liniowe jednorodne o staªych wspóªczynnikach:

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« liniowych jednorodnych o staªych wspóªczynnikach:

a) y′′ + y′ − 2y = 0; b) y′′ − 2y′ = 0;
c) y′′ − 4y′ + 5y = 0; d) y′′ + 4y = 0;
e) yIV − y = 0; f) yIV + 64y = 0;
g) 4y′′ + 4y′ + y = 0; h) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0;
i) yIV − 5y′′ + 4y = 0; j) y′′ − 3y′ + 2y = 0;
k) y′′ − 2y′ + y = 0; l) yIV + 2y′′ + y = 0;
m) yV − 6yIV + 9y′′′ = 0; n) y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

8.11.2 Metoda przewidywa« dla równa« liniowych

Metod¡ przewidywa« znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« liniowych niejednorodnych o staªych wspóªczynnikach:

a) y′′ − 2y′ − 3y = e4x; b) y′′ − y = 2ex − x2;
c) y′′ − 3y′ + 2y = sinx; d) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x;
e) y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x; f) y′′ + 2y′ − 3y = x2ex;
g) y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sin 2x; h) y′′ − 9y = e3x cosx;
i) y′′ + y = x sinx; j) y′′ − 5y′ = 3x2 + sin 5x;
k) y′′ + y = 4xex; l) y′′ + y′ − 2y = 3xex;
m) y′′ − 2y′ + y = 6xex; n) y′′3− y′ + 2y = x cosx;
o) y′′ − 3y′ + 2y = sinx sin 2x; p) y′′ − 4y′ + 4y = e−x;
r) y′′ + y = sinx− 2e−x; s) y′′ − 4y′ + 4y = sin3 x.

8.11.3 Metoda uzmienniania staªych dla równa« liniowych

Metod¡ uzmienniania staªych znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« liniowych niejednorodnych o staªych wspóªczyn-

nikach:
a) y′′ − 2y′ + y = ex

x ; b) y′′ + 3y′ + 2y = 1
ex + 1;

c) y′′ + y = 1
sinx ; d) y′′ + 4y = 2 tg x;

e) y′′ + 2y′ + y = 3e−x +
√
x+ 1.

8.11.4 Zagadnienie Cauchye'go dla równa« liniowych

Znale¹¢ rozwi¡zania zagadnie« Cauchye'go:

1. y′′′ − y′ = 0; y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1;

2. y′′ − 2y′ + y = 0; y(2) = 1, y′(2) = −2;

3. y′′ + y = 4ex; y(0) = 4, y′(0) = −3;

4. y′′ − 2y′ = 2ex; y(1) = −1, y′(1) = 0;

5.

{
y′′ − 4y′ + 3y = 0,
y(0) = 6, y′(0) = 10;
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6.

{
y′′ − y′ = 2(1− x),
y(0) = 1, y′(0) = 1.

7.

{
4y′′ + 16y′ + 15y = 4e−

3
2x,

y(0) = 3, y′(0) = 5, 5.

8.

{
y′′ − 2y′ + 10y = 10x2 + 18x+ 6,
y(0) = 1, y′(0) = 3, 2.

9.

{
y′′ + 4y′ + 29y = 0,
y(0) = 0, y′(0) = 15.

10.

{
4y′′ + 4y′ + y = 0,
y(0) = 2, y′(0) = 0.

8.11.5 Równania Eulera

Znale¹¢ rozwi¡zania równa« Eulera:

a) x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0; b) x2y′′ − xy′ − 3y = 0;
c) x3y′′′ + xy′ − y = 0; d) x2y′′ − xy′ + y = 8x3;
e) x3y′′ − 2xy = 6 lnx; f) (x− 2)2y′′ − 3(x− 2)y′ + 4y = x.

8.11.6 Ukªady równa« jednorodnych o staªych wspóªczynnikach

Znale¹¢ rozwi¡zania ukªadów równa« jednorodnych o staªych wspóªczynnikach:

a)

{
ẋ = 2x+ y,
ẏ = 3x+ 4y;

b)

{
ẋ+ x− 8y = 0,
ẏ − x− y = 0;

c)

{
ẋ = x− 3y,
ẏ = 3x+ y;

d)

{
ẋ = 2x+ y,
ẏ = 4y − x;

e)

{
ẋ = 2y − 3x,
ẏ = y − 2x;

f)

{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 4x− y;

g)

 ẋ = x+ z − y,
ẏ = x+ y − z,
ż = 2x− y;

h)

 ẋ = 2x+ y,
ẏ = x+ 3y − z,
ż = 2y + 3z − x;

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1) (λ1 = 2, λ2,3 = 3± i)

j)

 ẋ = 2x+ 2z − y,
ẏ = x+ 2z,
ż = y − 2x− z;

k)

 ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 3x− 2y − 3z,
ż = 2z − x+ y;

(λ1 = 1, λ2,3 = ±i) (λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1)

l)

 ẋ = 3x− 2y − z,
ẏ = 3x− 4y − 3z,
ż = 2x− 4y;

m)

 ẋ = y − 2z − x,
ẏ = 4x+ y,
ż = 2x+ y − z;

(λ1 = −5, λ2,3 = 2) (λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1)

n)

{
ẋ = y − 7x,

ẏ + 2x+ 5y = 0.

8.11.7 Ukªady równa« niejednorodnych

Znale¹¢ rozwi¡zania ukªadów równa« niejednorodnych o staªych wspóªczynnikach:

a)

{
ẋ = y + 2et,
ẏ = x+ t2;

b)

{
ẋ = y − 5 cos t,
ẏ = 2x+ y;

c)

{
ẋ = 3x+ 2y + 4e5t,
ẏ = x+ 2y;

d)

{
ẋ = 3x− 4y + e−2t,
ẏ = x− 2y − 3e−2t;

e)

{
ẋ = y + tg2 t− 1,
ẏ = −x+ tg t;

f)

{
ẋ = 2y − x,
ẏ = 4y − 3x+ e3t

e2t + 1
;
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